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К РАСЧЕТУ КОЛЕБАНИЙ СКОРОСТИ ДВИЖЕНИЯ  
ЗЕРНОВОЙ СМЕСИ НА ПЛОСКОМ ВИБРОРЕШЕТЕ 
 
Використовуючи аналогію течій вібророзрідженої зернової суміші та в’язкої рідини, отримано 
формули для розрахунку коливань швидкості шару зерна на нахиленому решеті з урахуванням 
нелінійної зміни кінематичного коефіцієнта вібров’язкості суміші то товщині шару. Отримано 
аналітичний розв’язок граничної задачі гідродинаміки в елементарних функціях. Приведено чи-
сельні приклади. 
 
Using analogy of currents vibroliquefretion of a grain mix and viscous liquid, the formulas for account fluctua-
tions of velocity of motion a layer of grain on the inclined sieve are received in view of nonlinear change of a 
kinematical factor vibroviscosity  of a mix on thickness of a layer. The analytical solution of a regional prob-
lem of hydrodynamics in elementary functions is received. The numerical examples are given. 
 
Постановка проблемы. Вибрации интенсифицируют сепарирование 
зерна. Для адекватного моделирования процесса разделения зернового мате-
риала на фракции виброрешетом важно знать как далеко передаются вибра-
ции от решета в слой смеси и как они  влияют на неравномерность потока 
сыпучей среды. Для изучения распространения вибраций вглубь зерновой 
массы используют различные теоретические модели. Достаточно известно 
направление, где движение зерновой смеси в условиях вибраций описывают 
уравнениями течения однородной вязкой жидкости. Дальнейшее развитие 
этого направления видится в переходе к уравнениям динамики неоднородной 
жидкости. Ведь эксперименты показывают, что вибровязкость псевдоожи-
женной зерновой смеси возрастает с удалением от свободной поверхности 
слоя. Поэтому, разрабатывая уточненные модели движения смеси по вибро-
решету, желательно учитывать изменение вибровязкости по толщине движу-
щегося слоя. Итак, в рамках выделенного выше направления моделирования, 
возникает проблема получения и анализа решений динамических краевых за-
дач течения неоднородной вязкой жидкости, которые описывают поток слоя 
зерна по виброрешету. 
 
Краткий анализ последних публикаций. Из работ, в которых опреде-
ление скорости движения слоя зерна по виброрешету, сводится к расчету те-
чения неоднородной вязкой жидкости, отметим [1], [2]. В [2] изменение виб-
ровязкости по толщине псевдоожиженного слоя аппроксимируется линейной 
функцией поперечной координаты. Решение краевой задачи о колебаниях 
скорости движения зерна, вызванных продольными вибрациями решета в его 
плоскости, представлено с помощью затабулированных функций Кельвина. 
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Но использованная аппроксимация кинематического коэффициента вибро-
вязкости не учитывает нелинейного изменения его от декартовой координа-
ты, что наблюдается в экспериментах [3], [4]. К тому же, согласно принятой 
аппроксимации, вибровязкость смеси у свободной поверхности равна нулю, 
что не согласуется с конечной дисперсностью зерновой массы. Поэтому 
здесь, вместо линейного, предлагается вариант квадратичного (нелинейного) 
изменения вибровязкости по толщине слоя с отличной от нуля вибровязко-
стью у свободной поверхности. 
 
Целью работы является получение и апробация расчетами формул для 
определения колебаний скорости движения зернового слоя по наклонному 
плоскому решету, когда изменение вибровязкости смеси по толщине слоя 
подчиняется нелинейной (квадратичной) зависимости. 
 
Основная часть работы. По аналогии с публикацией [2] колебания ско-
рости потока зерновой смеси по решету в установившемся режиме работы 
определим, решив дифференциальное уравнение  













∂                                            (1) 
при граничных условиях: 









                                     (2) 
В выражениях (1), (2) u = u(y,t) – скорость потока слоя зерна вдоль ре-
шета, зависящая от декартовой координаты y и времени t; v(y) – коэффициент 
кинематической вибровязкости, зависящий от y; g – ускорение свободного 
падения; θ – угол наклона решета к горизонту, показанный на рис. 1; h – тол-
щина движущегося слоя; A*, ω – амплитуда и круговая частота продольных 
колебаний решета в его плоскости. 
 
 
Рисунок 1 – Расчетная схема 
 
Изменение вибровязкости по координате y аппроксимируем параболиче-
ской зависимостью  
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( ) ,20ξνν =y                                                     (3) 
в которой ( ) ααξνν ;1;00 y+==  – положительная константа. 
Согласно (3), при увеличении y нелинейно возрастает v(y). 
Решение краевой задачи, представленной выражениями (1), (2), ищем в 
виде суммы  ( ) ( ) ( ),,, 21 tyuyutyu +=                                               (4) 
слагаемые которой удовлетворяет граничным условиям: 
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вытекающим из (2). 






























Первое из них решаем при граничных условиях (5), а второе – при усло-
виях (6). 
Решением краевой задачи для первого уравнения в (7) является 

















θ                           (8) 
К нему приводит двукратное интегрирование (7) с определением кон-
стант интегрирования с помощью (5). 
Решение второго уравнения в (7) представляем суммой ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),cosImsinRe,2 tywtywtyu ωω ⋅+⋅=                         (9) 
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ξξ                                    (11) 
( ) ( ) ,*Re;0Im ωAhwhw ==                                   (12) 
вытекающим из (6). 
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Подставив в (10) степенную функцию 
λξ=w , 




ωλλ i , 
которое имеет комплексные корни: 



























( ) ( ),lnsinlncos ξβξβξ β ii ±=±  
то общим решением уравнения Эйлера (10) является 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]+++= ξβξβξ lnsinlncos21 iiccyw a  
( ) ( ) ( )[ ].lnsinlncos43 ξβξβξ iicc b −++                           (13) 
Для определения произвольных констант c1, c2, c3, c4 продифференциру-
ем (13) по ξ и подставим в (11). Такое действие приводит к системе двух 
уравнений 
04321 =++− ββ cbccaс ; 
.04321 =+−+ bccacс ββ  
Из нее следует, что  
,; 1221422113 δδδδ сссссс +−=+=                               (14) 
причем  










βδ                                     (15) 
Учитывая (14) и (15), выражение (13) сводим к виду ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ],2121 ξξϕξϕξ fccicfcyw ++−=                      (16) 
где 
( ) ( ) ( ) ( );lnsinlncos 21 ξβξδξβξδξξ bbaf −+=  
( ) ( ) ( ) ( ).lncoslnsin 21 ξβξδξβξδξξϕ bba −−=  
Подставив (16) в (12), получаем систему относительно неизвестных c1 и c2: ( ) ( ) ωηϕη *21 Acfc =− ; ( ) ( ) 021 =+ ηηϕ fcc . 
127 
Здесь .1 hαη +=  
Решив систему, находим постоянные: ( )
( ) ( )
( )








fAc                        (17) 
Учитывая (4), (8), (9), (14), (16) и (17), решение рассматриваемой крае-
вой задачи сводим к виду  



















( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ).cossin 2121 tfcctcfc ωξξϕωξϕξ ++−                  (18) 
Оно выражается в элементарных функциях, несмотря на переменность 
коэффициентов решаемого дифференциального уравнения.  
Заметим, что предельный переход α → 0 в (18) приводит к известному 
решению краевой задачи о колебаниях однородного слоя зерновой смеси на 
виброрешете. Действительно, в этом предельном случае: 
;ln;0;1; 21 yba γξβδδα
γβ →→→→→−→  











⋅⋅→ ωω    .;
2 0
hz γν
ωγ ==  
Поэтому выражение (18) принимает вид 
( ) ( ) ( )[{ ×++−= ychzchzzshzAyhgtyu γων θ coscos *2sin, 22220  ( ) ( ) ( )] ( ) [ ×++× zchztyyshzshzy cossinsinsincos ωγγγ  
( ) ( ) ( ) ( )] ( )}.coscossinsin tyychzshzyysh ωγγγγ −×  
Такое решение было получено в [5] другим способом. 
Используя табличные интегралы [6] 










несложно проинтегрировать выражение (18) по y и найти удельную произво-
дительность решета ( ).tQ  Указанное преобразование приводит к формуле 










) ( ) ( ) ( ).cos1sin 12212 tcct ωαω Φ+Φ+Φ×  
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В ней 





























( ) ( ) ( )[ ];lncoslnsin1 βηββηβ +−+× b  


































( ) ( ) ( )[ ].1lnsinlncos1 −−++× bb ηββηβ  
Эти выражения позволяют рассчитать колебания удельной производи-
тельности решета, что происходят с частотой продольных вибраций решета и 
некоторым смещением по фазе.  
С целью апробации полученных решений краевой задачи проведены вы-
числения изменений скорости потока смеси при следующих исходных дан-
ных: ρ = 750 кг/м3; f = 0,47; M = 0,00004 кг; r0 = 0,001825 м; h = 0,008 м, 
v0 = 5,33 · 10−5 м2с-1; α = 51,78 м-1, которые соответствуют зерновой смеси 
пшеницы [2]. Работу решета характеризовали параметрами: θ = 5°; 
A* = 0,0075 м; ω = 41,86 с-1. 
 
  
Рисунок 2 – Зависимости колебаний 
скорости зерновой смеси пшеницы по 
высоте неоднородного слоя: 1, 2, 3, 4 – 
y/h =0,25; 0,5; 0,75; 1 
Рисунок 3 – Зависимости колебаний 
скорости зерновой смеси пшеницы по 
высоте однородного слоя: 1, 2, 3, 4 – 
y/h =0,25; 0,5; 0,75; 1 
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Вычисленные по (18) значения u(y,t) при 86,41=ω с-1 и различных y гра-
фически показаны на рис. 2, где цифрами 1,2,3,4 отмечены линии, соответст-
вующие 1;75,0;5,0;25,01 =−yh . С ростом y  (увеличение глубины частицы в 
слое) уменьшается скорость движения, но возрастает амплитуда ее колеба-
ний. У поверхности решета (y → h) в некоторые моменты времени появляют-
ся обратные точки, характеризуемые отрицательными значениями скорости. 
Результаты аналогичных расчетов, соответствующие α = 0, представлены 
графически на рис. 3. Здесь также соблюдаются отмеченные выше законо-
мерности течения смеси. 
 
Выводы. Изложенная теория позволяет учитывать увеличение вибро-
вязкости смеси с удалением от свободной поверхности. В области рассмот-
ренных частот продольных вибраций решета полученные по этой теории 
численные результаты подтверждают быстрое затухание колебаний скорости 
потока по высоте движущегося слоя зерна. 
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